Représentation des algébres trivalentes de Lukasiewicz par des parties floues

Chapitre 111

Représentation des algebres
trivalentes de Lukasiewicz par des
parties floues.

1-Généralités sur les ensembles floues

Soit E un ensemble non vide et P(E) I’ensemble des parties de E. P(E)
muni des opérations usuelles d’intersection (N), de réunion (U) et de
complément (C) est une algebre de Boole.

Si I’on note par U I’ensemble a deux ¢éléments U = {0, 1} on sait qu’il y a
une correspondance (bijection) entre P(E) et UE (ensemble des
applications de E dans {0, 1}) de la fagon suivante :

A chaque partie A de E on associe sa fonction caractéristique
fa: P(E) — UE définie par :
A— fa

_(1six € A;
fA(x)_{Osix & A.

A chaque application & : E — U on associe la partie A = §~1(1).

Dans tout ce qui suit nous conviendrons d’identifier chaque partie A avec
sa fonction fj4 .

Ainsi on écrira aussi bien
x€AouAx) =1;
x¢& AouA(x)=0.

33



Représentation des algébres trivalentes de Lukasiewicz par des parties floues

Par ailleurs I’ensemble U ordonné naturellement (0 < 1) est une algebre
de Boole (en méme temps qu’une chaine) avec les opérations

a A B=min (a, B)
a v =max (a, B)
la =1—a.

Avec les identifications précédentes, les opérations ensemblistes se
traduisent alors par :

A N B est définie par : (A N B)(x) = A(x) A B(x), pour tout x € E.
A U B est définie par : (A U B)(x) = A(x) v B(x), pour tout x € E.
CA est définie par : (CA)(x) = 1A(x), pour tout x € E.

@ est définie par : @(x) = 0, pour tout x € E.

1-1- Structure floue
On appelle structure floue tout couple (£, J) ou :

e [F est un ensemble non vide quelconque (dont les éléments seront
notés x, y, z, ...).

e ] est une chaine fermée (c'est-a-dire avec un plus petit élément 0 et
un plus grand élément 1, avec 0 # 1). Les ¢éléments de J seront
notés a, f3,...

1-2- Partie floue

Dans une structure floue on appelle partie floue de E, toute application de
E dans J.

Les parties floues seront généralement notées A, B ,...

L’ensemble des parties floues de E sera noté P(E).
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1-3- Parties nettes

SiJ =U = {0, 1} alors P(E) = P(E) qui est I’ensemble des parties de
E, dit ’ensemble des parties nettes de E.

1-4- Relation d’ordre sur les parties floues

On va maintenant définir une relation d’ordre sur P(E) par :

A € B si et seulement si pour tout x € £ : A(x) < B(x).
Cette relation d’inclusion est évidemment une relation d’ordre.
1-5- Réunion et intersection des parties floues

L’union et I’intersection dans P(E) prolongent d’une maniére naturelle
I’union et I’intersection dans P(E).

La réunion de deux parties floues A4, B est définie par :
(AU B)(x) = max (A(x), B(x)).

L’intersection de deux parties floues A, B est définie par :
(A N B)(x) =min (A(x), B(x)).

Etona:CA(x) = 1-A(x).

- (ﬁ(E), U, N, C, @, E) estune algebre de Boole.

1-6- Niveaux de flou

Posons JO =J— {0}, J1 =T —{1},J% =T — {0, 1}.

Soit A une partie floue dans une structure floue (E, J).

Pour tout @ € J on définit le niveau de flou de degré @ comme étant
I’application N, : P(E) — P(E) définie par :

Ny(A) = {x€ E/A(x) = a}.
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Pour tout a € J! on définit le niveau strict de flou de degré a comme
étant I’application NJ : P(E) — P(E) définie par :

NL(A) = {x€E/A(x) > a}.
(ﬁ(E), unGCaoE, Nj /2, N7) est une L algebre.
Propriétés

o Ny(AUB) = Ny(A)u N,(B).
Preuve :
N,(AuB)={x€E/(AUB)(x) = al

= {x € E/ max (A(x), B(x)) = a}.
={x€E/A(x) > aouB(x) = al.
={(x€E/A(x) = a}U {x€ E/B(x) = a}.

=N, (A) U N,(B).
o Ny(ANB)=Ny(A)n Ny(B).
Preuve :
N,(AnB)={xeE/(AnB)(x) = a}.
= {x € E/ min (A(x), B(x)) = a}.

={(x€E/A(x) = aet B(x) = al.
=(x€E/A() = a}n{x€ E/ B(x) = a}.
N.(An B)=N,(A) n Ny (B).

i Na(Q) = Q.
Preuve :

Ny (@) = {x€ E/ 9(x) = a}.
={x€E/O Za}telqueae{%,l}.

= Q.

e N,(E)=E.
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Preuve :
N,(E) = {x€ E/E(x) = a}.
N,(E)={x€E/1=a}=E.

e Sia <f = Ng < N,, cest-a-dire Ng (A) € N, (A) pour tout A de
P(E).

e Si A est une partie nette : N, (4) = A pour tout a € J°.

e Quels que soient a, § dans J° : Ny Ng = Ng.

e Si pour tout a € /% N,(A) = N,(B) alors A =B (Principe de
détermination de Moisil).

Ces propriétés restent valables pour les niveaux stricts de flou.
Définition[2][3][6]

Pour tout x € L, on défini :

Qg : L3 = C(L) (Pensemble des ¢léments complémentés de L).
Tel que :

1. ¢, estun endomorphisme de L, conserve le 0 et le 1;

2. Sia < B alors gg < @g;

3. Quels que soient a, B dans J° : PaPp = VB>

4. Si @,(x) = @, (y) pour tout a dans J° alors x = y (Principe de
détermination de Moisil).

2- Théoréme de représentation de L;
algébres[1]]2]
Considérons une L; algébre.

X : espace dual de L (I’ensemble des ultrafiltres de L). On considéere la
structure floue P(X) = (X, J)

f:L->P(X)

x = f(x) la fonction définie par :
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Sx)(U)=sup {a € ]° / pq(x) € U}.
Preuve

1) fest un morphisme de treillis fermé
o favy)W)=sup{a€]/ o, (xVy) €U}

= sup { a€J%/ (a()V P ()E U } car g
endomorphisme.

=sup { @ €]°/ o (x) E U oup,(») €U }
=sup { @ €]°/ po(x) EU } Usup {a €]°/ 9, () €U }
=fx)(U) U fiy)().
Dot fix V y) = fx) U Ay).
o flxny)U)=sup {a€]% @,(x y) €U}

= sup { a €)% (9N Qu()E U } car g,
endomorphisme.

=sup { @ € J°/ ¢ (x) €U et o () E U }
=sup { @ € J°/po(x) €U } Nsup{ @ € J°/¢,(y) € U}
=f)(U) N f)(U).

Do flx A y) = fx) N Ay).

o O)U)=sup{a€] p,(0)€EU}
=sup {a €J°/ 0 € U} (car ¢, conserve le 0).
= sup @

=0.
D’ou f0) = @.

o W) =swp {a€]/ p,(1)EU}
=sup {a €J°/ 1€ U} (car ¢, conserve le 1 ).

=sup]0
= 1.
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D’ou f(1)=X.
Donc f est un morphisme de treillis fermé.

2) flgp(x)) = Ng(f(x)).
AppOW) = sup { @ € )°/ ¢ (9p(x)) € U}
=sup {a € J°/pp(x) €U}
(0 si ppx) € U;
_{1 st pp(x) €U.
=U(<Pﬁ(x))-
Ou o est le monomorphisme de stone relative a X.
Np(f(x)) ={U€EX /) (U) = B}
={UeX /)W) e [B 1]}
={UeX /sup {a €] ¢,(x) €U} € [B,1]}

={UeX/sup{a€]’/p,(x)EU}= B}
=U(<Pﬁ(x))-

Donc flgp(x)) = Np(f(x)).
3) f injective

Montrons finalement que f* est injective.

finjective & Ker /= Q.

Kerf={x€L/f(x) = 0}.

Sixe Ker f & f(x) = 0.
& FEW) = 0.
e sup{a€J’ @, (x) €U} =0.
e p,x)eUVUEXVa €)°.
© lp,(x) eU,VU € X.
S lp,(x) EnU.
S lp,(x) = 1.
S @q(x) = 0.
S 9u(x) = 94(0),V EJO-

39



Représentation des algébres trivalentes de Lukasiewicz par des parties floues

Six € Ker f & x = 0 (Principe de détermination de Moisil).
Donc fest injective.

Par conséquent f est un monomorphisme d’algebre de Lukasiewicz.

40



