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Chapitre III 

Représentation des algèbres 
trivalentes de Łukasiewicz par des 

parties floues. 

 
1- Généralités sur les ensembles floues  
      Soit E un ensemble non vide et P(E) l’ensemble des parties de E. P(E) 
muni des opérations usuelles d’intersection (∩), de réunion (∪) et de 
complément (∁) est une algèbre de Boole. 

Si l’on note par U l’ensemble à deux éléments U = {0, 1} on sait qu’il y a 
une correspondance (bijection) entre P(E) et ܷா (ensemble des 
applications  de E dans {0, 1}) de la façon suivante : 

A chaque partie A de E on associe sa fonction caractéristique  

           fA : P(E) → ܷா définie par : 

                      A → ஺݂ 

                  fA(x) = ቄ1 si ݔ ∈  A;
0 si ݔ ∉  A.

�  

A chaque application ߜ : E → U on associe la partie A = ିߜଵ(1). 

Dans tout ce qui suit nous conviendrons d’identifier chaque partie A avec 
sa fonction fA . 

Ainsi on écrira aussi bien  

            x ∈ A ou A(x) = 1; 

            x ∉ A ou A(x) = 0. 
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Par ailleurs l’ensemble U ordonné naturellement (0 < 1) est une algèbre 
de Boole (en même temps qu’une chaîne) avec les opérations 

                (β ,ߙ) β = min ˄ ߙ            

   (β ,ߙ) β = max ˅ ߙ   

 .ߙ−1 = ߙ˥             

Avec les identifications précédentes, les opérations ensemblistes se 
traduisent alors par : 

A ∩ B est définie par : (A ∩ B)(x) = A(x) ˄ B(x), pour tout x ∈ E. 

A ∪ B est définie par : (A ∪ B)(x) = A(x) ˅ B(x), pour tout x ∈ E. 

∁A est définie par : (∁A)(x) = ˥A(x), pour tout  x ∈ E. 

∅ est définie par : ∅(x) = 0, pour tout x ∈ E. 

1-1- Structure floue 
On appelle structure floue tout couple (E, J) où :  

 E est un ensemble non vide quelconque (dont les éléments seront 
notés x, y, z, …). 

 J est une chaîne fermée (c'est-à-dire avec un plus petit élément 0 et 
un plus grand élément 1, avec 0 ≠ 1). Les éléments de J seront 
notés ߙ, β,… 

1-2- Partie floue 

Dans une structure floue on appelle partie floue de E, toute application de 
E dans J. 

Les parties floues seront généralement notées ܣ෩ ෩ ܤ , ,… 

L’ensemble des parties floues de E sera noté ෨ܲ(ܧ). 
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1-3- Parties nettes 

Si J = U = {0, 1} alors ෨ܲ(ܧ) = P(E) qui est l’ensemble des parties de 
E, dit l’ensemble des parties nettes de E. 

1-4- Relation d’ordre sur les parties floues 

On va maintenant définir une relation d’ordre sur ෩ܲ  : par (ܧ)

ሚܣ  ⊆ ෨ܤ  si et seulement si pour tout x ∈ E : ܣሚ(ݔ)  ≤  .(ݔ)෨ܤ

Cette relation d’inclusion est évidemment une relation d’ordre. 

1-5- Réunion et intersection des parties floues 

L’union et l’intersection dans ෨ܲ(ܧ) prolongent d’une manière naturelle 
l’union et l’intersection dans P(E). 

 La réunion de deux parties floues ܣሚ, ෨ܤ  est définie par : 

ሚܣ) ∪ (ݔ)(෨ܤ = max (ܣሚ(ݔ),  .((ݔ)෨ܤ

L’intersection de deux parties floues ܣሚ, ෨ܤ  est définie par : 

ሚܣ) ∩ (ݔ)(෨ܤ = min (ܣሚ(ݔ),  .((ݔ)෨ܤ

Et on a : ∁ ܣሚ(ݔ) ෩ܣ -1 =  .(ݔ)

- ( ෨ܲ(ܧ), ∪, ∩, ∁, ∅,   .est une algèbre de Boole (ܧ

1-6- Niveaux de flou 

Posons ܬ଴ = J – {0}, ܬଵ = J – {1}, ܬ଴ଵ = J – {0, 1}. 

Soit ܣሚ une partie floue dans une structure floue (E, J). 

Pour tout ߙ ∈ J on définit le niveau de flou de degré ߙ comme étant 
l’application  ఈܰ :  ෨ܲ(ܧ) → P(E) définie par : 

                                ఈܰ(ܣሚ) = {x ∈ E / ܣሚ(ݔ)  .{ߙ ≤
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Pour tout  ߙ  comme ߙ  ଵ on définit le niveau strict de flou de degréܬ ∋
étant l’application  ఈܰ

ᇱ  : ෨ܲ(ܧ) → P(E) définie par : 

                                             ఈܰ
ᇱ (ሚܣ) = {x ∈ E / ܣሚ(ݔ)  .{ߙ <

( ෨ܲ(ܧ), ∪, ∩, ∁, ∅, ,ܧ ଵܰ/ଶ, ଵܰ) est une L3 algèbre.  

Propriétés 

 ఈܰ൫ܣሚ ∪ ෨൯ܤ = ఈܰ(ܣሚ) ∪ ఈܰ(ܤ෨). 
Preuve : 

ఈܰ൫ܣሚ ∪ ෨൯ܤ = {x ∈ ሚܣ) /ܧ ∪ (ݔ)(෨ܤ  .{ߙ ≤

                             = {x ∈ ,(ݔ)ሚܣ) max /ܧ ((ݔ)෨ܤ  .{ߙ ≤

                             = {x ∈ ≤ (ݔ)ሚܣ /ܧ (ݔ)෨ܤ ou ߙ  .{ߙ ≤

                             = {x ∈ ≤ (ݔ)ሚܣ /ܧ {ߙ ∪ {x ∈ E / ܤ෨(ݔ)  .{ߙ ≤

                   = ఈܰ(ܣሚ) ∪ ఈܰ(ܤ෨). 
 ఈܰ൫ܣሚ ∩ ෨൯ܤ = ఈܰ(ܣሚ) ∩ ఈܰ(ܤ෨). 

Preuve : 
 ఈܰ൫ܣሚ ∩ ෨൯ܤ = {x ∈ ሚܣ൫ /ܧ ∩ (ݔ)෨൯ܤ  .{ߙ ≤
                    = {x ∈ ,(ݔ)ሚܣ) min /ܧ ((ݔ)෨ܤ  .{ߙ ≤

                              = {x ∈ ≤ (ݔ)ሚܣ /ܧ (ݔ)෨ܤ et ߙ  .{ߙ ≤

                    = {x ∈ ≤ (ݔ)ሚܣ /ܧ ∋ x}∩ {ߙ (ݔ)෨ܤ /ܧ  .{ߙ ≤

         ఈܰ൫ܣሚ ∩ (ሚܣ)෨൯ = ఈܰܤ ∩ ఈܰ(ܤ෨). 

 ఈܰ(∅) = ∅. 
Preuve : 
 ఈܰ(∅) = {x ∈ (ݔ)∅ /ܧ  .{ߙ ≤

                       = {x ∈ 0/ܧ ߙ tel que {ߙ ≤ ∈ ቄ૚
૛

, 1ቅ. 

                       = ∅. 

 ఈܰ(ܧ) =  .ܧ
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 Preuve : 

     ఈܰ(ܧ) = {x ∈ (ݔ)ܧ/ܧ ≥  .{ߙ

     ఈܰ(ܧ) = {x ∈ 1/ܧ ≥ {ߙ =  .ܧ

 Si ߙ ≤ ߚ ⟹ ఉܰ ≤ ఈܰ, c'est-à-dire ఉܰ(ܣሚ) ⊆ ఈܰ(ܣሚ) pour tout ܣሚ de 
෨ܲ(ܧ). 

 Si A est une partie nette : ఈܰ(ܣ) = ߙ pour tout ܣ ∈  .଴ܬ
 Quels que soient ߙ, ଴ : ఈܰܬ dans ߚ ఉܰ = ఉܰ . 
 Si pour tout ߙ ∈ (ሚܣ)଴: ఈܰܬ = ఈܰ(ܤ෨) alors ܣሚ = ෨ܤ  (Principe de 

détermination de Moisil). 

Ces propriétés restent valables pour les niveaux stricts de flou. 

Définition[2][3][6] 

Pour tout x ∈ L, on défini :  

 ߮ఈ : ܮଷ → C(L) (l’ensemble des éléments complémentés de L). 

Tel que :  

1. ߮ఈ est un endomorphisme de L, conserve le 0 et le 1; 
2. Si ߙ ≤ alors ߮ఉ ߚ ≤ ߮ఈ; 
3. Quels que soient ߙ, ଴ : ߮ఈ߮ఉܬ dans ߚ = ߮ఉ; 
4. Si ߮ఈ(ݔ) = ߮ఈ(ݕ) pour tout ߙ dans ܬ଴ alors x = y (Principe de 

détermination de  Moisil). 

2- Théorème de représentation de L3 
algèbres[1][2] 
Considérons une L3 algèbre. 

X : espace dual de L (l’ensemble des ultrafiltres de L). On considère la 
structure floue ෨ܲ(ܺ) = (X, J) 

f : L → ෨ܲ(ܺ)  

    x → f(x) la fonction définie par : 
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f(x)(U) = sup {ߙ ∈ (ݔ)଴ / ߮ఈܬ ∈ U}. 

Preuve 

1) f est un morphisme de treillis fermé 
 f(x ˅ ݕ)(U) = sup { ߙ ∈ (ݕ ˅ x)଴/ ߮ఈܬ ∈ ܷ } 

                              = sup { ߙ ∈  ଴/ (߮ఈ(x) ˅ φ஑(y)) ∈ U } car ߮ఈܬ
endomorphisme. 

                      = sup { ߙ ∈ ∋ ଴/ ߮ఈ(x)ܬ ܷ ou ߮ఈ(y) ∈ ܷ } 

                      = sup { ߙ ∈ ∋ ଴/ ߮ఈ(x)ܬ ܷ } ∪ sup { ߙ ∈ ∋ ଴/ ߮ఈ(y)ܬ ܷ } 

                      = f(x)(U) ∪ f(y)(U). 

D’où f(x ˅ ݕ) = f(x) ∪ f(y). 

 f(x ˄ ݕ)(U) = sup { ߙ ∈ (ݕ ˄ x)଴/ ߮ఈܬ ∈ ܷ } 

                             = sup { ߙ ∈  ଴/ (߮ఈ(x)˄ φ஑(y)) ∈ U } car ߮ఈܬ
endomorphisme. 

                            = sup { ߙ ∈ ∋ ଴/ ߮ఈ(x)ܬ ܷ et ߮ఈ(y) ∈ ܷ } 

                            = sup { ߙ ∈ ∋ ଴/߮ఈ(x)ܬ ܷ } ∩ sup{ ߙ ∈ ଴/߮ఈ(y)ܬ ∈ ܷ} 

                            = f(x)(U) ∩ f(y)(U). 

D’où f(x ˄ ݕ) = f(x) ∩ f(y). 

 f(0)(U) = sup { ߙ ∈ ଴/ ߮ఈ(0)ܬ ∈ ܷ } 
            = sup { ߙ ∈ ଴/ 0ܬ ∈ ܷ } (car ߮ఈ conserve le 0 ). 
            = sup ∅ 

                    = 0. 

D’où  f(0) = ∅. 

 f(1)(U) = sup { ߙ ∈ ଴/ ߮ఈ(1)ܬ ∈ ܷ } 
            = sup { ߙ ∈ ଴/ 1ܬ ∈ ܷ } (car ߮ఈ conserve le 1 ). 
            = sup ܬ଴ 
           = 1. 
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D’où  f(1) = X. 

Donc f est un morphisme de treillis fermé. 

2) f(࣐ࢼ(࢞)) =  .((࢞)ࢌ)ࢼࡺ

f(߮ఉ(ݔ)(ܷ) = sup { ߙ ∈ ଴/ ߮ఈܬ ቀ߮ఉ(ݔ)ቁ ∈ ܷ } 

                    = sup { ߙ ∈ ∋ (ݔ)଴/߮ఉܬ ܷ } 

                    = ቊ
(ݔ)ఉ߮  ݅ݏ     0 ∉ ܷ;  
(ݔ)ఉ߮ ݅ݏ    1  ∈ ܷ .  

� 

ߪ =                     ቀ߮ఉ(ݔ)ቁ. 

Où  ߪ est le monomorphisme de stone relative à X. 

ఉܰ൫݂(ݔ)൯ = {U ∈ ܺ / f(x)(U) ≥     { ߚ 

                  = {U ∈ ܺ / f(x)(U) ∈ ,ߚ] 1]} 

                  = {U ∈ ܺ / sup { ߙ ∈ (ݔ)଴/ ߮ఈܬ ∈ ܷ} ∈ ,ߚ] 1]} 

                  = {U ∈ ܺ / sup { ߙ ∈ (ݔ)଴/ ߮ఈܬ ∈ ܷ} ≥     { ߚ 

ߪ =                   ቀ߮ఉ(ݔ)ቁ. 

Donc  f(߮ఉ(ݔ)) = ఉܰ(݂(ݔ)). 
3) f  injective 

Montrons finalement que f  est injective. 
f injective ⇔ Ker f = ∅. 
 Ker f = {x ∈ L / ݂(ݔ) = ∅}. 
Si x ∈ Ker ݂ ⇔ (ݔ)݂ = ∅. 
                     ⇔ (ܷ)(ݔ)݂ = 0. 
                     ⇔  sup { ߙ ∈ (ݔ)଴/ ߮ఈܬ ∈ ܷ} = 0. 
                     ⇔ ߮ఈ(ݔ) ∉ ܷ, ∀ ܷ ∈ ܺ, ∋ ߙ ∀  .଴ܬ
                     ⇔ ˥߮ఈ(ݔ) ∈ ܷ, ∀ ܷ ∈ ܺ. 
                     ⇔ ˥߮ఈ(ݔ) ∈ ∩ ܷ. 
                     ⇔ ˥߮ఈ(ݔ) = 1. 
                     ⇔ ߮ఈ(ݔ) = 0. 
                     ⇔ ߮ఈ(ݔ) = ߮ఈ(0), ∀ ߙ ∈     .଴ܬ
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Si x ∈ Ker ݂ ⇔ ݔ = 0 (Principe de détermination de Moisil). 

Donc f est injective. 

  Par conséquent f est un monomorphisme d’algèbre de Łukasiewicz.  

 
  

  

 

 
 

  

 


